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Premie`re partie : Groupes de cohomologie de Bott-Chern comme espaces de
formes
1. De´finition des groupes de Bott-Chern
On commence par rappeler la de´finition des groupes de cohomologie de Bott-Chern usuelle
sur une varie´te´ complexe lisse, de´finis comme espaces de formes ([Dem93]).
1.a. Invariants cohomologiques d’une varie´te´ complexe.
Soit X une varie´te´ analytique complexe. On conside`re, pour k ∈ {0, . . . , 2n = dimRX},
l’espace Ek(X) des formes diffe´rentielles de degre´ k a` valeurs complexes sur X . Celui-ci admet
la de´composition
Ek(X) =
⊕
06p,q6n
p+q=k
Ep,q(X)
ou` Ep,q(X) de´signe l’espace des formes de type (p, q) sur X .
La diffe´rentielle d : Ek(X)→ Ek+1(X) se de´compose sous la forme d = ∂ + ∂ avec
∂ : Ep,q(X)→ Ep+1,q(X), ∂ : Ep,q(X)→ Ep,q+1(X).
Les invariants cohomologiques traditionnels sur X sont les groupes de cohomologie de De
Rham et de Dolbeault, de´finis par
HkDR(X,C) =
ker(d : Ek(X)→ Ek+1(X))
im(d : Ek−1(X)→ Ek(X))
Hp,q
∂
(X,C) =
ker(∂ : Ep,q(X)→ Ep,q+1(X))
im(∂ : Ep,q−1(X)→ Ep,q(X))
.
De´finition. Le groupe de cohomologie de Bott-Chern de bidegre´ (p, q) sur une varie´te´ complexe
X est l’espace des (p, q)-formes d-ferme´es quotiente´ par l’espace des formes ∂∂-exactes :
Hp,qBC(X,C) =
ker (∂ : Ep,q(X)→ Ep+1,q(X)) ∩ ker
(
∂ : Ep,q(X)→ Ep,q+1(X)
)
im
(
∂∂ : Ep−1,q−1(X)→ Ep,q(X)
)
Il est facile de voir que
⊕
p,qH
p,q
BC(X,C) est muni d’une structure d’alge`bre bigradue´e induite
par le produit exte´rieur des formes.
La de´finition meˆme de ces diffe´rents espaces fournit des applications canoniques
Hp,qBC(X,C)→ H
p+q
DR (X,C), H
p,q
BC(X,C)→ H
p,q
∂
(X,C).
1.b. Cas d’une varie´te´ ka¨hlerienne compacte.
Si X est une varie´te´ ka¨hlerienne compacte, la the´orie de Hodge fournit le re´sultat tre`s utile
suivant :
Lemme 1.1 (du ∂∂). Soit X une varie´te´ ka¨hlerienne compacte et α une forme de type (p, q)
d-ferme´e. Alors les conditions suivantes sont e´quivalentes :
i) La forme α est d-ferme´e.
ii) La forme α est ∂-ferme´e.
ii) La forme α est ∂-ferme´e.
iii) La forme α est ∂∂ ferme´e.
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On de´duit de ce re´sultat que les applications suivantes sont des isomorphismes :
Hp,qBC(X,C)
∼
−→ Hp,q
∂
(X,C),
⊕
p+q=k
Hp,qBC(X,C)
∼
−→ HkDR(X,C).
En particulier, la de´composition de Hodge est naturelle au sens ou` elle ne de´pend pas du choix
d’une me´trique ka¨hlerienne sur X , de meˆme que la syme´trie de Hodge, puisque par de´finition
on a bien suˆr Hq,pBC(X,C) = H
p,q
BC(X,C).
1.c. Exemple dans le cas non ka¨hlerien.
La situation est diffe´rente dans le cas non ka¨hlerien, comme le montre l’exemple de la varie´te´
d’Iwasawa. Soit G le groupe de Heisenberg, constitue´ des matrices de la forme
M(x, y, z) =
 1 x z0 1 y
0 0 1
 , x, y, z ∈ C,
et soit Γ le sous-groupe discret des matrices de la meˆme forme dont les entre´es sont des entiers
de Gauss. On de´finit la varie´te´ d’Iwasawa X comme le quotient G/Γ. Les formes holomorphes
dx, dy et dz − xdy sur G, obtenues comme composantes de M−1dM , sont invariantes sous
l’action a` gauche de Γ. Elles induisent donc des formes holomorphes α, β, γ sur X . Le fait que
la forme γ n’est pas d-ferme´e (on a ∂γ = −α ∧ β) entraˆıne que X n’est pas ka¨hlerienne. On
peut facilement calculer les groupes de Dolbeault, De Rham et Bott-Chern a` l’aide des formes
α, β, γ (voir aussi dans [FG86] pour les deux premiers).
Proposition 1.2. Le diamant de Hodge, les nombres de Betti et le diamant de Bott-Chern de
la varie´te´ d’Iwasawa sont :
1 1 1
2 3 4 3 3
2 6 3 8 2 8 2
1 6 6 1 10 1 6 6 1
3 6 2 8 3 4 3
3 2 4 2 2
1 1 1
De´monstration. Les formes α, β, γ et leurs conjugue´s engendrent la C∞(X)-alge`bre des formes
diffe´rentielles sur X . Pour M ∈ G on note τM l’ope´rateur de multiplication par M , bien de´fini
sur X et tel que τ ∗Mα = α, de meˆme que pour β et γ. Soit dµ une mesure invariante sur X de
volume 1, alors pour une forme ω sur X la forme
ω˜ =
∫
M
τ ∗Mω dµ(M)
est a` coefficients constants en α, β, γ et leurs conjugue´s. De plus si ω est d-ferme´e (resp. ∂-
ferme´e) alors par homotopie ω˜ lui est d-cohomologue (resp. ∂-cohomologue). En conse´quence,
les groupes de De Rham et Dolbeault se calculent en testant la fermeture et l’exactitude des
formes compose´es a` partir de α, β, γ. En particulier, on a une de´composition (qui n’est pas de
Hodge) des groupes HkDR(X,C) selon le bidegre´ de ces ge´ne´rateurs. Par exemple,
H2DR(X,C) = 〈{α ∧ γ}, {β ∧ γ}〉C
⊕
〈
{α ∧ α}, {α ∧ β}, {β ∧ α}, {β ∧ β}
〉
C
⊕(
〈
{α ∧ γ}, {β ∧ γ}
〉
C
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Pour calculer les groupes de Bott-Chern, il faut tenir compte d’une part des formes d-ferme´es
non d-exactes, donne´es par les groupes de De Rham, et d’autre part des formes d-exactes mais
non ∂∂-exactes (telles que α ∧ β). Pour l’exemple, de´taillons le calcul de H2,2BC(X,C) :
D’apre`s le calcul de H4DR(X,C), une (2, 2)-forme d-ferme´e est d-cohomologue a` une combi-
naison line´aire des formes suivantes :
α ∧ γ ∧ α ∧ γ, α ∧ γ ∧ β ∧ γ, β ∧ γ ∧ α ∧ γ, β ∧ γ ∧ β ∧ γ.
Il suffit donc de traiter le cas d’une forme d-exacte, que l’on notera ω = dη. En de´composant η
selon son bidegre´ on obtient les e´quations :
∂η0,3 = 0, ∂η0,3 + ∂η1,2 = 0, ∂η1,2 + ∂η2,1 = ω, ∂η2,1 + ∂η3,0 = 0, ∂η3,0 = 0.
Si η0,3 est ∂-exact, disons η0,3 = ∂ξ, alors ω = d(η − dξ) ou` η − dξ n’a pas de composante
de type (0, 3), donc on peut supposer η0,3 = 0. On peut ainsi se ramener au cas ou` η0,3 est
une forme a` coefficients constants en α, β, γ, dont la classe est un ge´ne´rateur de H0,3
∂
(X,C). En
l’occurence, ce groupe est de dimension 1, engendre´ par la classe de α∧β ∧ γ qui est une forme
∂-ferme´e. On de´duit alors de la seconde e´quation que ∂η1,2 = 0. Si η1,2 est ∂-exact, le terme
∂η1,2 dans ω est ∂∂-exact et ne donne donc pas de contribution au groupe de Bott-Chern. On
peut ainsi supposer que η1,2 est une des formes a` coefficients constants en α, β, γ ge´ne´rateur de
H1,2
∂
(X,C), c’est-a`-dire l’une des six formes suivantes :
α ∧ α ∧ γ, α ∧ β ∧ γ, β ∧ α ∧ γ, β ∧ β ∧ γ, γ ∧ α ∧ γ, γ ∧ β ∧ γ
Parmi celles-ci, les quatre premie`res sont ∂-ferme´es mais pas les deux dernie`res ; on a en effet
∂(γ ∧ α ∧ γ) = −α ∧ β ∧ α ∧ γ et ∂(γ ∧ β ∧ γ) = −α ∧ β ∧ β ∧ γ
Ces deux e´le´ments vont donner deux nouvelles classes dans H2,2BC . Par syme´trie, la meˆme e´tude
concernant ∂η2,1 fournit les deux classes conjugue´es, et on obtient finalement
H2,2BC(X,C) = 〈 {α ∧ γ ∧ α ∧ γ}, {α ∧ γ ∧ β ∧ γ}, {β ∧ γ ∧ α ∧ γ}, {β ∧ γ ∧ β ∧ γ},
{α ∧ β ∧ α ∧ γ}, {α ∧ β ∧ β ∧ γ}, {α ∧ γ ∧ α ∧ β}, {β ∧ γ ∧ α ∧ β} 〉
C
,
qui est de dimension 8. 
Dans les tableaux suivants, on re´capitule les ge´ne´rateurs des diffe´rents groupes de cohomologie
conside´re´s. On constate que pour cette varie´te´ l’application Hp,qBC(X,C) → H
p,q
∂
(X,C) est non
surjective pour p = 1 (par exemple, γ n’a pas d’ante´ce´dent) et non injective pour q = 2 (par
exemple α ∧ β = ∂(−γ) n’est pas ∂∂ exacte).
2. The´orie de Hodge de la cohomologie de Bott-Chern
2.a. Isomorphismes de Hodge classiques.
Soit X une varie´te´ complexe compacte munie d’une me´trique hermitienne ω. Celle-ci permet
de de´finir les adjoints des ope´rateurs d, ∂, ∂ et les laplaciens associe´s :
∆ = dd∗ + d∗d : Ek(X)→ Ek(X),
∆′ = ∂∂∗ + ∂∗∂ : Ep,q(X)→ Ep,q(X), ∆′′ = ∂ ∂
∗
+ ∂
∗
∂ : Ep,q(X)→ Ep,q(X).
On note Hk∆(X) l’espace des formes harmoniques globales pour le laplacien ∆ agissant sur les
formes de degre´ k, etc. La the´orie de Hodge fournit alors des isomorphismes
HkDR(X,C)
∼= Hk∆(X), H
p,q
∂
(X,C) ∼= H
p,q
∆′′(X).
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α ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ
q = 3 α ∧ β ∧ γ β ∧ α ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ
γ ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ α ∧ β ∧ γ
α ∧ γ α ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ γ α ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ γ
q = 2 β ∧ γ β ∧ α ∧ γ β ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ γ β ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ β ∧ γ
γ ∧ α ∧ γ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ β ∧ γ
α α ∧ α α ∧ β α ∧ γ ∧ α α ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ α
q = 1 β β ∧ α β ∧ β β ∧ γ ∧ α β ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ β
γ ∧ α γ ∧ β α ∧ β ∧ α α ∧ β ∧ β
α α ∧ γ
q = 0 1 β β ∧ γ α ∧ β ∧ γ
γ α ∧ β
p = 0 p = 1 p = 2 p = 3
Tab. 1. Cohomologie de Dolbeault de la varie´te´ d’Iwasawa
q = 3 α ∧ β ∧ γ α ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ
α ∧ α ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ
q = 2 α ∧ γ α ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ γ α ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ γ
β ∧ γ β ∧ α ∧ γ β ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ γ β ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ β ∧ γ
q = 1 α α ∧ α α ∧ β α ∧ γ ∧ α α ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ α
β β ∧ α β ∧ β β ∧ γ ∧ α β ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ β
q = 0 1 α α ∧ γ α ∧ β ∧ γ
β β ∧ γ
p = 0 p = 1 p = 2 p = 3
Tab. 2. Cohomologie de De Rham de la varie´te´ d’Iwasawa
α ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ
q = 3 α ∧ β ∧ γ β ∧ α ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ β ∧ γ
α ∧ β ∧ α ∧ β ∧ γ
α ∧ γ α ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ γ α ∧ γ ∧ α ∧ γ α ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ γ
q = 2 β ∧ γ β ∧ α ∧ γ β ∧ β ∧ γ β ∧ γ ∧ α ∧ γ β ∧ γ ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ β ∧ γ
α ∧ β α ∧ α ∧ β β ∧ α ∧ β α ∧ β ∧ α ∧ γ α ∧ β ∧ β ∧ γ α ∧ β ∧ γ ∧ α ∧ β
α ∧ γ ∧ α ∧ β β ∧ γ ∧ α ∧ β
α α ∧ α α ∧ β α ∧ γ ∧ α α ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ α
q = 1 β β ∧ α β ∧ β β ∧ γ ∧ α β ∧ γ ∧ β α ∧ β ∧ γ ∧ β
α ∧ β ∧ α α ∧ β ∧ β
α α ∧ γ
q = 0 1 β β ∧ γ α ∧ β ∧ γ
α ∧ β
p = 0 p = 1 p = 2 p = 3
Tab. 3. Cohomologie de Bott-Chern de la varie´te´ d’Iwasawa
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Rappelons brie`vement la de´monstration du premier isomorphisme (celle du second est iden-
tique) : le laplacien ∆ est un ope´rateur diffe´rentiel auto-adjoint, dont le symbole principal est
donne´, pour x ∈ X et ξ ∈ T ∗X,x, par :
σ∆(x, ξ) = −|ξ|
2
ω IdΛp,qT ∗X,x .
C’est donc un ope´rateur elliptique, ce qui garantit alors une de´composition orthogonale
Ek(X) = Hk∆(X)⊕ im∆ = H
k
∆(X)⊕ im d⊕ im d
∗.
Etant donne´e une k-forme u, elle s’e´crit dans cette de´composition u = h + dv + d∗w. Sous
cette e´criture on a du = 0 si et seulement si dd∗w = 0, ce qui e´quivaut a` d∗w = 0. Finalement
ker d = Hk∆(X)⊕ im d, d’ou` l’isomorphisme de Hodge.
2.b. Isomorphisme de Hodge pour la cohomologie de Bott-Chern.
Nous souhaitons obtenir un re´sultat analogue pour la cohomologie de Bott-Chern
Hp,qBC(X,C) =
ker ∂p,q ∩ ker ∂
p,q
∂∂Ap−1,q−1
.
Il semble donc naturel de conside´rer le “laplacien de Bott-Chern” suivant :
∆p,qBC = (∂∂)(∂∂)
∗ + ∂∗∂ + ∂
∗
∂
En effet, c’est un ope´rateur auto-adjoint ve´rifiant, pour une forme ϕ de bidegre´ (p, q),
〈〈∆p,qBCϕ, ϕ〉〉 = ‖(∂∂)
∗ϕ‖2 + ‖∂ϕ‖2 + ‖∂ϕ‖2.
Si la the´orie pre´ce´dente s’appliquait, on obtiendrait une de´composition orthogonale
Ep,q(X) = Hp,q∆BC (X)⊕ im ∂∂ ⊕ (im ∂
∗ + im ∂
∗
)
Pour une forme u = h + ∂∂v + ∂∗w1 + ∂
∗
w2, on aurait
∂u = 0 et ∂u = 0 ⇔ ∂(∂∗w1 + ∂
∗
w2) = 0 et ∂(∂
∗w1 + ∂
∗
w2) = 0
⇔
〈〈
∂∗w1 + ∂
∗
w2, ∂
∗w1 + ∂
∗
w2
〉〉
⇔ ∂∗w1 + ∂
∗
w2 = 0
d’ou` l’on de´duirait ker ∂p,q ∩ ker ∂
p,q
= Hp,q∆BC (X)⊕ im ∂∂ et l’isomorphisme de Hodge souhaite´.
Malheureusement :
Proposition 2.1. L’ope´rateur ∆p,qBC de´fini ci-dessus n’est pas elliptique.
De´monstration. L’unique contribution au symbole principal est donne´ par le terme ∂∂ ∂
∗
∂∗.
Pour x ∈ X et ξ ∈ T ∗X,x, exprimons les symboles principaux des diffe´rents ope´rateurs dans une
base (dzI ∧ dzJ)|I|=p,|J |=q associe´e a` des coordonne´es (zk) au voisinage de x.
Notation. Soit I un multi-indice. Pour i ∈ I on note αi la position de i dans I et I r i le
multi-indice I prive´ de i. pour k /∈ I on note Ik le multi-indice I ∪k re´ordonne´ et γk la position
de k dans ce nouveau multi-indice.
Pour des entiers i 6= k on note εik le signe de k − i.
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Les coefficients non nuls des matrices des symboles principaux conside´re´s sont :
(σ∂(x, ξ))I,J ;Ik,J = (−1)
γk−1ξk (σ∂∗(x, ξ))I,J ;Iri,J = (−1)
αiξk
(σ∂(x, ξ))I,J ;I,Jl = (−1)
|I|+δl−1ξl (σ∂∗(x, ξ))I,J ;I,Jrj = (−1)
|I|+αjξj
On en de´duit
(σ∂∂∂∗∂∗(x, ξ))I,J ;I,J =
(∑
i∈I
|ξi|
2
)(∑
j∈J
|ξj|
2
)
,
(σ∂∂∂∗∂∗(x, ξ))I,J ;Ikri,J = (−1)
αi+γk−1εikξiξk
(∑
j∈J
|ξj|
2
)
,
(σ∂∂∂∗∂∗(x, ξ))I,J ;I,Jlrj = (−1)
βj+δl−1εjlξjξl
(∑
i∈I
|ξi|
2
)
,
(σ∂∂∂∗∂∗(x, ξ))I,J ;Ikri,Jlrj = (−1)
αi+βj+γk+δlεikεjlξiξkξkξl.
Ce symbole n’est pas injectif de`s que |I| 6= n ou |J | 6= n. S’il existe par exemple k /∈ I alors
σ∂∂∂∗∂∗(x, dzk) = 0. 
On va donc modifier l’ope´rateur ∆p,qBC en ajoutant d’autres termes d’ordre 4 pour le rendre
elliptique. Concre`tement, nous posons
∆˜p,qBC = ∂∂ ∂
∗
∂∗ + ∂
∗
∂∗∂∂ + ∂
∗
∂∂∗∂ + ∂∗∂ ∂
∗
∂ + ∂
∗
∂ + ∂∗∂
Dans le calcul de la matrice du symbole principal associe´, tous les termes non diagonaux se
compensent. Quant aux termes diagonaux, on a :
(σ∂∗∂∗∂∂(x, ξ))I,J ;I,J =
(∑
k/∈I
|ξk|
2
)(∑
l /∈J
|ξl|
2
)
(σ∂∗∂∂∗∂(x, ξ))I,J ;I,J =
(∑
i∈I
|ξi|
2
)(∑
l /∈J
|ξl|
2
)
(σ∂∗∂∂∗∂(x, ξ))I,J ;I,J =
(∑
k/∈I
|ξk|
2
)(∑
j∈J
|ξj|
2
)
Ainsi,
σe∆p,q
BC
(x, ξ) = |ξ|4ω IdΛp,qT ∗X,x
L’ope´rateur ∆˜p,qBC est donc bien elliptique, et par ailleurs a le meˆme noyau que ∆
p,q
BC :
∆˜p,qBCu = 0 ⇔ ∂u = ∂u = ∂
∗
∂∗u = ∂∂u = ∂∗∂u = ∂
∗
∂u = 0
⇔ ∂u = ∂u = ∂
∗
∂∗u = 0.
On a donc de´montre´ :
The´ore`me 2.2 (De´composition et isomorphisme de Hodge pour la cohomologie de Bott–
Chern). On a une de´composition orthogonale
Ep,q(X) = Hp,q∆BC (X)⊕ im ∂∂ ⊕ (im ∂
∗ + im ∂
∗
)
et un isomorphisme
Hp,qBC(X,C)
∼= H
p,q
∆BC
(X).
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Corollaire 2.3. Si X est une varie´te´ complexe compacte alors ses groupes de cohomologie de
Bott-Chern sont de dimension finie.
De´monstration. Le noyau d’un ope´rateur diffe´rentiel elliptique sur une varie´te´ compacte est de
dimension finie. 
Terminons par le cas ka¨hlerien : l’utilisation d’identite´s de commutations telles que [∂
∗
, ω∧·] =
i∂ donne le re´sultat classique suivant, et son analogue de Bott-Chern :
Proposition 2.4. Si (X,ω) est ka¨hlerienne compacte, on a les identite´s
∆′ = ∆′′ =
1
2
∆, ∆˜BC = ∆
′′∆′′ + ∂∗∂ + ∂
∗
∂
et les espaces de formes harmoniques Hp+q∆ ∩ E
p,q(X), Hp,q∆′′ et H
p,q
e∆BC
co¨ıncident.
De plus, la forme de Ka¨hler ω ∈ E1,1(X) est harmonique pour tous les laplaciens conside´re´s.
2.c. Cohomologie d’Aeppli.
L’exemple de´ja` conside´re´ de la varie´te´ d’Iwasawa montre qu’il n’y a pas d’analogue a` la
dualite´ de Serre pour la cohomologie de Bott-Chern (cette dualite´ correspond a` une syme´trie
centrale du diamant). Cela provient de la dissyme´trie des ope´rateurs utilise´s dans la de´finition
des groupes de Bott-Chern.
Pour une varie´te´ compacte X , le dual de Hp,qBC(X,C) est le groupe de cohomologie d’Aeppli
Hn−p,n−qA (X,C) ou`
Hp,qA (X,C) =
ker ∂∂ : Ep,q(X)→ Ep+1,q+1(X)
(im ∂ : Ep−1,q(X)→ Ep,q(X)) + (im ∂ : Ep,q−1(X)→ Ep,q(X))
.
Lemme 2.5. Le produit exte´rieur induit une application biline´aire
∧ : Hp,qBC(X,C)×H
r,s
A (X,C)→ H
p+r,q+s
A (X,C).
De´monstration. Le produit d’une forme d-ferme´e et d’une forme ∂∂-ferme´e est une forme ∂∂-
ferme´e. Par ailleurs, le produit d’une forme d-ferme´e par une forme d-exacte est d-exact, et le
produit d’une forme ∂∂-exacte par une forme ∂∂-ferme´e est lui aussi d-exact. Pour montrer ce
dernier point, on utilise la formule suivante : si α est une (p−1, q−1)-forme et β une (r, s)-forme
∂∂-ferme´e alors
∂∂α ∧ β =
1
2
d
[
(∂α− ∂α) ∧ β + (−1)p+qα ∧ (∂β − ∂β)
]
.

En particulier on a un appariement
Hp,qBC(X,C)×H
n−p,n−q
A (X,C)→ H
n,n
A (X,C) = H
n,n
DR(X,C)
∼
→ C,
la dernie`re fle`che e´tant donne´e par l’inte´gration sur X .
De la meˆme manie`re que les groupes de Bott-Chern, les groupes de cohomologie d’Aep-
pli d’une varie´te´ compacte s’identifient aux formes harmoniques pour un laplacien d’ordre 4.
L’ope´rateur a priori naturel
∆p,qA = ∂∂
∗ + ∂ ∂
∗
+ (∂∂)∗(∂∂)
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n’e´tant pas elliptique, on le remplace par l’ope´rateur elliptique de meˆme noyau
∆˜p,qA = ∂∂
∗ + ∂ ∂
∗
+ ∂
∗
∂∗∂∂ + ∂∂∂
∗
∂∗ + ∂∂
∗
∂∂∗ + ∂∂∗∂∂
∗
.
La the´orie des ope´rateurs elliptiques fournit une de´composition orthogonale
Ep,q(X) = Hp,q
∆˜A
(X)⊕ (im ∂ + im ∂)⊕ im(∂∂)∗
d’ou` l’on de´duit l’isomorphisme de Hodge Hp,qA (X,C)
∼= H
p,q
∆˜A
(X) de la meˆme manie`re que nous
l’avons fait pour les groupes de Bott-Chern.
Les isomorphismes de Hodge ainsi construits, outre qu’ils prouvent la finitude des groupes
de Bott-Chern et d’Aeppli, permettent e´galement de de´montrer la dualite´ entre ces espaces. En
effet, en notant ∗ : Ep,q(X)→ En−p,n−q(X) l’ope´rateur de Hodge de´fini par u ∧ ∗v = 〈u, v〉 dV ,
on a
∂∗ = ± ∗ ∂∗, ∂
∗
= ± ∗ ∂∗,
d’ou` l’on de´duit que
u ∈ Hp,q
e∆BC
(X) ⇔ ∂u = 0, ∂u = 0, (∂∂)∗u = 0
⇔ ∂
∗
(∗u) = 0, ∂∗(∗u) = 0, ∂∂(∗u) = 0
⇔ ∗u ∈ Hn−p,n−q
e∆A
(X)
L’ope´rateur de Hodge re´alise donc un isomorphisme entre Hp,qBC(X,C) et H
n−p,n−q
A (X,C).
Remarque. En particulier, dans le cas compact,H0,0A (X,C) est l’espace des fonctions ∂∂-ferme´es,
donc constantes, ce qui prouve que l’on a toujours Hn,nBC(X,C) = C pour une varie´te´ compacte.
3. Applications a` la the´orie des de´formations
3.a. Le the´ore`me de Kodaira et Spencer.
Nous nous inte´ressons ici au ce´le`bre the´ore`me affirmant qu’une petite de´formation d’une
varie´te´ ka¨hlerienne est ka¨hlerienne. La preuve de ce the´ore`me par Kodaira et Spencer, telle
qu’on peut la trouver dans [MK], repose sur l’e´tude d’un ope´rateur elliptique d’ordre 4 qui
n’est autre que l’ope´rateur “laplacien de Bott-Chern” pre´ce´demment de´fini. Ceci permet un
e´clairage de la preuve en termes de cohomologie de Bott-Chern.
Commenc¸ons par l’e´nonce´ pre´cis du the´ore`me. Celui-ci s’applique a` une petite de´forma-
tion diffe´rentiable de varie´te´s complexes compactes. On entend par la` une submersion C∞ :
π : X −→ S ou` S est une boule dans Rm et X une varie´te´ diffe´rentiable, telle que chaque fibre
de π soit une varie´te´ complexe compacte. Plus pre´cise´ment, X est recouvert par des ouverts de
carte de coordonne´es (z1, . . . , zn, t1, . . . , tm) ∈ U ⊂ C
n×Rm telles que pour t = (t1, . . . , tm) fixe´,
(z1, . . . , zn) soient des coordonne´es holomorphes sur Xt = π
−1(t). Sous ces conditions, toutes
les varie´te´s Xt sont C
∞-diffe´omorphes entre elles.
The´ore`me 3.1 (Kodaira, Spencer). Soit π : X −→ S une de´formation diffe´rentiable de varie´te´s
complexes compactes. On suppose que la fibre centrale X0 est ka¨hlerienne. Alors il existe ε > 0
tel que pour ‖t‖ < ε, la varie´te´ Xt est ka¨hlerienne.
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De´monstration. Soit ω0 une me´trique de Ka¨hler sur X0. A l’aide d’une partition de l’unite´, on
l’e´tend en une 2-forme diffe´rentielle Ω sur X telle que ωt := Ω|Xt soit une me´trique hermitienne
sur Xt.
Cette me´trique hermitienne permet de construire des adjoints et par suite des ope´rateurs ∆′′t
et ∆˜BC,t agissant sur les formes sur Xt. De plus, la me´trique ωt variant de manie`re diffe´rentiable,
ces ope´rateurs varient de manie`re diffe´rentiable avec t.
Par des re´sultats classiques de the´orie spectrale, on en de´duit que les valeurs propres de
ces ope´rateurs, ordonne´es en tenant compte des multiplicite´s, varient continument avec t. En
particulier, pour t suffisamment proche d’un t0 fixe´, le noyau de ∆
′′
t (resp. ∆˜BC,t) ne peut avoir
une dimension supe´rieure a` celle du noyau de ∆′′t0 (resp. ∆˜BC,t0). Autrement dit, la dimension
des espaces de formes harmoniques est une fonction semi-continue supe´rieurement de t. En
combinant ce re´sultat avec les isomorphismes de Hodge, on obtient le premier ingre´dient de la
preuve :
Lemme 3.2. Les nombres de Hodge hp,q
∂
(Xt) et de Bott-Chern h
p,q
BC(Xt) sont des fonctions
semi-continues supe´rieurement de t.
Remarquons que les nombres de Betti bk(X), eux, sont constants puisqu’il ne de´pendent que
de la structure diffe´rentielle de la varie´te´.
Le deuxie`me ingre´dient est une ine´galite´ liant certains nombres de Betti, Hodge et Bott-
Chern :
Lemme 3.3. Pour toute varie´te´ complexe compacte on a l’ine´galite´
b2(X) 6 2h0,2
∂
(X) + h1,1BC(X).
Si X est ka¨hlerienne compacte, il y a e´galite´.
De´monstration. On conside`re la suite exacte suivante :
0→
ker d1,1 ∩ dA1
∂∂A0
→ H1,1BC(X,C)→ H
2
DR(X,C)
u
→ H0,2
∂
(X,C)⊕H0,2
∂
(X,C)→ coker(u)→ 0
ou` l’application u envoie une 2-forme ψ sur ses composantes de type (2, 0) et (0, 2).
On en de´duit
h1,1BC(X) = dim
ker d1,1 ∩ dA1
∂∂A0
+ b2(X) + dim cokeru− 2h0,2
∂
(X) > b2(X)− 2h0,2
∂
(X).
Le fait que l’ine´galite´ soit une e´galite´ dans le cas ka¨hlerien re´sulte de l’e´galite´ entre les
groupes de Dolbeault et les groupes de Bott-Chern et de la de´composition de Hodge : si X est
ka¨hlerienne,
h0,2
∂
(X) + h1,1BC(X) = h
2,0
∂
(X) + h0,2
∂
(X) + h1,1
∂
(X) = b2(X).

La varie´te´ X0 e´tant ka¨hlerienne, l’ine´galite´
b2 6 2h0,2
∂
(Xt) + h
1,1
BC(Xt)
est une e´galite´ pour t = 0. Le fait que h0,2
∂
(Xt) et h
1,1
BC(Xt) soient des fonctions semi-continue
supe´rieurement de t implique alors que ces deux nombres sont constants pour t proche de 0.
Dans ce cas, l’espace H1,1
e∆BC
(Xt) varie diffe´rentiablement avec t, de meˆme que la projection
orthogonale ht de A
1,1(Xt) sur cet espace.
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En posant alors
ω˜t =
1
2
(htωt + htωt),
on obtient sur Xt une (1, 1)-forme re´elle d-ferme´e, ve´rifiant
lim
t→0
ω˜t =
1
2
(h0ω0 + h0ω0) = ω0
car h0ω0 = ω0 puisque ω0 est harmonique. Comme ω0 est de´finie-positive, il en va de meˆme de
ω˜t pour t assez petit, et on a bien construit une me´trique de Ka¨hler sur Xt. 
3.b. De´formations de la varie´te´ d’Iwasawa.
(Note de J.-P. Demailly, septembre 2007 : Michel Schweitzer, qui a calcule´ explicitement ces
de´formations, n’a pas eu le temps de re´diger cette partie apre`s son de´part de l’Universite´ de
Grenoble en juillet 2007 ; contacter directement l’auteur pour plus de de´tails).
Autour de la cohomologie de Bott-Chern Cohomologie de Bott-Chern entie`re / 13
Deuxie`me partie : Cohomologie de Bott-Chern entie`re
4. Interpre´tation hypercohomologique de la cohomologie de Bott-Chern
Dans ce paragraphe on construit un isomorphisme entre les groupes de cohomologie de Bott-
Chern et des groupes d’hypercohomologie de complexes de´finis a` l’aide des faisceaux de formes
holomorphes et antiholomorphes. Ce proce´de´, utilise´ par exemple dans [Dem93] pour prouver
la finitude de ces groupes, nous sert ici a` de´finir la cohomologie de Bott-Chern entie`re.
4.a. Lemme de re´solubilite´ locale. On rassemble dans la proposition suivante les liens entre
la re´solubilite´ locale des diffe´rents ope´rateurs d, ∂, ∂, ∂∂, conse´quences des lemmes de Poincare´
et de Dolbeault-Grothendieck :
Lemme 4.1 (de re´solubilite´ locale). On se place sur une boule U ⊂ Cn.
1. Soit θ une forme de degre´ k > 1 de composantes de type (p, q) nulles sauf si p1 6 p 6 p2
(p1 < p2). Si θ est d-ferme´e alors θ = dα avec α de degre´ k − 1, de composantes de type (p, q)
nulles sauf si p1 6 p 6 p2 − 1.
2. Soit θ une (p, q)-forme, d-ferme´e : ∂θ = ∂θ = 0.
i) (Lemme du ∂∂ local) Si p > 1 et q > 1 alors θ ∈ ∂∂Ep−1,q−1(U) ;
ii) (Lemme de Poicare´ holomorphe) Si p > 1 et q = 0 alors θ ∈ ∂Ωp−1(U) ;
ii) Si p = 0 et q > 1 alors θ ∈ ∂Ω
q−1
(U) ;
iii) Si p = q = 0 alors θ est constante.
3. Soit θ une (p, q)-forme, ∂∂-ferme´e : ∂∂θ = 0. Alors θ est somme d’une forme ∂-ferme´e et
d’une forme ∂-ferme´e. Autrement dit :
i) Si p > 1 et q > 1 alors θ ∈ ∂Ep,q−1(U) + ∂Ep−1,q(U) ;
ii) Si p > 1 et q = 0 alors θ ∈ Ωp(U) + ∂Ep−1,0(U) ;
ii) Si p = 0 et q > 1 alors θ ∈ ∂E0,q−1(U) + Ω
q
(U) ;
iii) Si p = q = 0 alors θ ∈ O(U) +O(U).
4. Soit θ une forme de degre´ k > 1 que l’on suppose “presque” d-ferme´e, c’est-a`-dire que
l’on n’impose pas ∂θp1,q1 = 0 si p1 > 1 ni ∂θ
p2,q2 = 0 si q2 > 1. Alors il existe des formes
γp1,q1, αp1,q1−1, . . . , αp2−1,q2, γp2,q2 telles que γp1,q1 est ∂-ferme´e, γp2,q2 est ∂-ferme´e, et
θp1,q1 = γp1,q1 + ∂αp1,q1−1, θp1+1,q1−1 = ∂αp1,q1−1 + ∂αp1+1,q1−2, . . . ,
θp2−1,q2+1 = ∂αp2−2,q2+1 + ∂αp2−1,q2, θp2,q2 = ∂αp2−1,q2 + γp2,q2.
De´monstration. 1. On e´crit θ = dβ (lemme de Poincare´). Si p1 = 0 et p2 = k il n’y a rien a`
prouver, on peut donc supposer k > 2 et p1 > 0. On de´duit alors de θ = dβ que ∂β
0,k−1 = 0.
D’apre`s le lemme de Dolbeault-Grothendieck, on peut e´crire β0,k−1 = ∂γ0,k−2. On pose β˜ =
β − dγ0,k−2, on a toujours θ = dβ˜, mais cette fois β˜0,k−1 = 0. On peut donc supposer que β
n’a pas de composante de type (0, k − 1). En re´pe´tant ce raisonnement, on voit que l’on peut
supposer que β n’a pas de composante de type (p, q) pour p < p1. De meˆme, si p2 < k, on e´limine
les composantes de type (p, q) pour p > p2 en utilisant le lemme de Dolbeault-Grothendieck
anti-holomorphe.
2. Le iii) est e´vident, et ii) et ii) sont e´quivalents, donc on peut supposer p > 1. On applique
le 1. a` la forme θ˜ de´finie par θ˜p−1,q+1 = 0 et θ˜p,q = θ : il existe α de type pur (p− 1, q) telle que
θ˜ = dα, donc θ = ∂α avec ∂α = 0, ce qui montre le re´sultat.
3. Posons θp+1,q = ∂θp,q : c’est une forme d-ferme´e, donc d’apre`s le 2., θp+1,q = ∂αp,q avec
∂αp,q = 0. Ainsi θ = (θ − α) + α est somme d’une forme ∂-ferme´e et d’une forme ∂-ferme´e.
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4. On applique le 3. a` θp1,q1 : on peut e´crire θp1,q1 = γp1,q1 + ∂αp1,q1−1. Puis
∂(θp1+1,q1−1 − ∂αp1,q1−1) = ∂(−θp1,q1 + ∂αp1,q1−1) = 0
donc θp1+1,q1−1 = ∂αp1,q1−1 + γp1+1,q1−1 avec γp1+1,q1−1 ∂-ferme´e, et on continue. 
Remarque. Puisque les lemmes de Poincare´ et de Dolbeault-Grothendieck sont vrais pour les
courants, on a les meˆmes re´sultats en remplac¸ant les espaces de formes par les espaces de
courants.
4.b. Complexes associe´s aux groupes de Bott-Chern. On fixe p > 1, q > 1, et on de´finit
le complexe de faisceaux L•p,q (qui sera le plus souvent note´ L
•) par
Lkp,q =
⊕
r+s=k
r<p,s<q
Er,s si k 6 p+ q − 2,
Lk−1p−1,q−1 =
⊕
r+s=k
r>p,s>q
Er,s si k > p+ q,
et la diffe´rentielle :
L0
pr
L1
◦d
−→ L1
pr
L2
◦d
−→ . . .→ Lk−2
∂∂
−→ Lk−1
d
−→ Lk
d
−→ . . .
On a par construction
Hp,qBC(X,C) = H
p+q−1(L•(X)) ∼= Hp+q−1(X,L•),
l’isomorphisme venant du fait que les faisceaux Lk sont mous.
On de´finit un sous-complexe S• = S•p,q de L
• = L•p,q par :
(S ′
•
p, ∂) : O → Ω
1 → . . .→ Ωp−1 → 0, (S ′′
•
q , ∂) : O → Ω
1
→ . . .→ Ω
q−1
→ 0
S•p,q = S
′•
p + S
′′•
q : O +O → Ω
1 ⊕ Ω
1
→ . . .Ωp−1 ⊕ Ω
p−1
→ Ω
p
→ . . .→ Ω
q−1
→ 0
Proposition 4.2. L’inclusion S• ⊂ L• est un quasi-isomorphisme.
De´monstration. C’est la retraduction du lemme de re´solubilite´ locale, qui calcule les faisceaux
de cohomologie Hk(L•) et Hk(S•) : si k > max(p, q), une forme dL-ferme´e est localement dL-
exacte (par la partie 1. si k > p+ q, la partie 2. si k = p+ q− 1, la partie 3. si k = p+ q− 2 et
la partie 4. si k < p + q − 2).
Soit k = p − 1 > q, et soit θ ∈ Lk(U) une section dL-ferme´e sur une boule U ⊂ X , de
composantes θp−q,q−1, . . . , θp−1,0. D’apre`s la partie 4. du lemme, il existe sur U une p− 2-forme
α = αp−q−1,q−1+ . . .+αp−2,0 et une p−1 forme holomorphe up−1,0 telles que θ = dLα+u
p−1,0. Si
l’on modifie θ par une forme dL-exacte, u
p−1,0 est modifie´ par une forme holomorphe ∂-ferme´e,
d’ou` l’on de´duit que
Hp−1(L•) = Hp−1(S•) = Ωp−1/∂Ωp−2.
Si p − 1 > k > q − 1, le meˆme raisonnement s’applique, a` ceci pre`s que la forme holomorphe
uk,0 est ∂-ferme´e, et donc
Hk(L•) = Hk(S•) = 0.
Les autres cas se traitent de la meˆme manie`re, excepte´ pour k = 0 ou` il est clair que H0(L•) =
H0(S•) = O +O. 
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Remarque. Pour une preuve formelle de ce re´sultat, utilisant des suites spectrales, on renvoie
au livre de J.-P. Demailly [Dem93], paragraphe VI.12.
Le complexe S• est peu pratique du fait de la somme non directe O+O. On le modifie donc
le´ge`rement en de´finissant le complexe Bp,q = B
•
p,q par :
B•p,q : C
(+,−)
−→ O ⊕O → Ω1 ⊕ Ω
1
→ . . .Ωp−1 ⊕ Ω
p−1
→ Ω
p
→ . . .→ Ω
q−1
→ 0.
Proposition 4.3. L’application naturelle de B• dans S•[1] :
C
(+,−)
−→ O ⊕O → Ω1 ⊕ Ω
1
→ . . .
↓ ↓ + ↓
0 −→ O +O → Ω1 ⊕ Ω
1
→ . . .
est un quasi-isomorphisme.
De´monstration. La seule ve´rification a` faire est en degre´ 1 :
H1(B•) = (C⊕ C)/C(1,−1)
+
−→ C = H1(S•)
est un isomorphisme. 
Les trois complexes L•[1], S•[1] et B• e´tant quasi-isomorphes, ils ont meˆme hypercohomologie.
On a en particulier la suite d’isomorphismes
Hp,qBC(X,C)
∼= Hp+q(X,L•p,q[1])
∼= Hp+q(X,S•p,q[1])
∼= Hp+q(X,B•p,q),
et c’est cette dernie`re e´criture que nous utiliserons par la suite.
4.c. Cas ou` p = 0 ou q = 0. Supposons par exemple que p > 0 et q = 0. On peut de´finir de
la meˆme manie`re le complexe L•p,0, qui devient simplement
Lkp,0 = 0 si k 6 p− 2,
Lk−1p,0 =
⊕
r+s=k
r>p
Ep,q si k > p,
avec la diffe´rentielle usuelle, et on a toujours Hp,0BC(X,C) = H
p0−1(X,L•). Il n’y a par contre
pas d’e´quivalent au complexe S• : il est clair que
Hp0,0BC (X) 6= H
p0−1(X,O → . . .→ Ωp0−1) = Hp−1(X,Ω•) = Hp0−1(X,C).
En revanche, le complexe B•p,0 calcule bien la cohomologie de Bott-Chern :
Proposition 4.4. L’application naturelle de B•p,0 dans L
•
p,0[1] :
C → O → . . . → Ωp−1 → 0
↓ ↓ ∂ ↓ ↓
0 → 0 → . . . → Ep,0 → Ep,1 ⊕ Ep+1,0 → . . .
est un quasi-isomorphisme.
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De´monstration. A nouveau, le lemme de re´solubilite´ locale calcule les faisceaux Hk(L•[1]) et
Hk(B•), qui sont nuls si k 6= p. Si k = p > 2, on obtient
Hp(B•) = Ωp−1/∂Ωp−2
∂
−→ ∂Ωp−1 = ker(∂ : Ωp → Ep+1) = Hp(L•[1])
qui est un isomorphisme ; si k = p = 1,
H1(B•) = O/C
∂
−→ ∂O = ker(∂ : Ω1 → E2) = H1(L•[1]).
est e´galement un isomorphisme. 
Le cas p = 0, q > 0 est syme´trique, mais cette fois on choisit −∂ comme quasi-isomorphisme ;
enfin, le cas p = q = 0 rentre dans cette description puisque H0,0BC(X,C) = H
0(X,C).
4.d. Conse´quences de l’interpre´tation hypercohomologique. Commenc¸ons par trois re-
marques importantes relatives a` ce qui pre´ce`de :
Les lemmes de Poincare´ et de Dolbeault-Grothendieck e´tant vrais lorsque l’on remplace les
formes C∞ par des courants, le lemme de re´solubilite´ locale et l’interpre´tation hypercohomolo-
gique qui en de´coule restent vrais pour des courants.
Par ailleurs, cette interpre´tation hypercohomologique montre que pour une varie´te´ compacte,
les groupes de cohomologie de Bott-Chern sont de dimension finie : il suffit pour cela de raisonner
par re´currence sur le complexe S en utilisant le fait que les groupes Hq(X,Ωp) sont, eux, de
dimension finie (voir [Dem93]).
Enfin, les meˆmes complexes L• et B• donnent e´galement une interpre´tation hypercohomolo-
gique de la cohomologie d’Aeppli. On a en effet
Hp,qA (X,C)
∼= Hp+q(X,L•p+1,q+1)
∼= Hp+q+1(X,B•p+1,q+1).
La cohomologie d’Aeppli est donc elle aussi de dimension finie et calculable a` l’aide de formes
C∞ ou de courants.
En combinant ces trois remarques, on peut obtenir une preuve plus directe de la dualite´
entre cohomologie de Bott-Chern de cohomologie d’Aeppli sur une varie´te´ compacte : on part
du complexe L•p,q, qui est un complexe d’espaces de Fre´chet tel que l’image de la diffe´rentielle
est ferme´e (puisque sa cohomologie est de dimension finie, dLk ⊂ ker d est de codimension finie
et donc ferme´). De`s lors le dual de sa cohomologie est donne´ par la cohomologie du complexe
dual. L’espace dual de Ep,q(X) est l’espace D′n−p,n−q des courants de bidegre´ (n− p, n− q), et
par exemple le dual de la partie
. . .→ Ep−1,q−1(X)
∂∂
−→ Ep,q(X)
d
−→ Ep+1,q(X)⊕ Ep,q+1(X)→ . . .
est donne´ par
. . .← D′
n−p+1,n−q+1
(X)
∂∂
←− D′
n−p,n−q
(X)
∂+∂
←− D′
n−p−1,n−q
(X)⊕D′
n−p,n−q−1
(X)← . . .
d’ou` l’on de´duit que le dual de L•p,q est le complexe L
′•
n−p+1,n−q+1 et finalement
(Hp,qBC(X,C))
∗ = (Hp+q−1(X,L•p,q))
∗ ∼= H2n−p−q(X,L′
•
n−p+1,n−q+1) = H
n−p,n−q
A (X,C).
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4.e. Cohomologie de Bott-Chern entie`re et cohomologie de Deligne.
De´finition. On de´finit les groupes de cohomologie de Bott-Chern entie`re par
Hp,qBC(X,Z) = H
p+q(X,B•
Z(p)),
ou` BZ(p) est le complexe B dans lequel on a remplace´ C par Z(p) = (2πi)
pZ en degre´ 0.
Remarque. Le choix de privile´gier p par rapport a` q en conside´rant Z(p) est peu satisfaisant ;
mais comme l’objectif est l’e´tude de classes de Chern, ou` l’on se limite a` p = q, ce n’est pas
geˆnant.
Outre l’application naturelle εBC : H
p,q
BC(X,Z)→ H
p,q
BC(X,C), la cohomologie de Bott-Chern
entie`re s’envoie dans la cohomologie de Deligne
Hp+qD (X,Z(p)) = H
p+q(X,Z(p)→ O → Ω1 → . . .→ Ωp−1 → 0)
en “oubliant” la partie antiholomorphe, et dans Hp+qD (X,Z(q)) en “oubliant” la partie holo-
morphe et multipliant par (2πi)q−p en degre´ 0. Dans toute la suite, ces applications seront
note´es :
εD : H
p,q
BC(X,Z)→ H
p+q
D (X,Z(p)), εD : H
p,q
BC(X,Z)→ H
p+q
D (X,Z(q)).
On remarque que si q = 0 alors εD = id.
5. Explicitation en cohomologie de Cˇech
On souhaite expliciter l’isomorphisme entre Hp,qBC(X,C) et H
p+q(X,B) en cohomologie de
Cˇech, ce qui se fait naturellement en utilisant le lemme de re´solubilite´ locale.
5.a. Hypercohomologie de Cˇech. Soit 0 → F0
d
→ F1 → . . . un complexe de faisceaux
sur X , borne´ a` gauche, et U un recouvrement de X . L’hypercohomologie de Cˇech Hˇ•(U,F•)
est la cohomologie du complexe diagonal associe´ au double complexe Gp,q = Cˇq(U,Fp), les
diffe´rentielles d et δˇ commutant entre elles. Il est clair que pour un recouvrement convenable
(par exemple a` intersections convexes), Hˇk(U,F•) ∼= Hk(X,F•).
En pratique : une k-hypercochaˆıne de Cˇech de ce complexe est la donne´e, pour 0 6 j 6 k,
d’une (k − j)-cochaˆıne de Cˇech de F j. La diffe´rentielle de Cˇech est la suivante :
δˇ : (α0i0...ik , α
1
i0...ik−1
, . . . , αki0) 7→ (δˇα
0
i0...ik
, dα0i0...ik − δˇα
1
i0...ik−1
, . . . , dαk−1i0i1 + (−1)
kδˇαki0, dα
k
i0
)
5.b. Isomorphisme entre les hypercohomologies de L•[1], S•[1] et B•.
Dans toute la suite on calculera l’hypercohomologie de Cˇech par rapport a` un recouvrement
U a` intersections convexes fixe´, et on identifiera Hˇk(U,F•) et Hk(X,F•). Un e´le´ment de
Hp+q(X,L•[1]), avec p > 1 et q > 1, est donne´ par une famille de cochaˆınes
γp,q ∈ Cˇ0(Ep,q), γr,s ∈ Cˇp+q−r−s−1(Er,s), 0 6 r 6 p− 1, 0 6 s 6 q − 1
avec les relations de cocycle
dγp,q = 0, ∂∂γp−1,q−1 + (−1)p+q δˇγp,q = 0
∀1 6 r 6 p− 1, 1 6 s 6 q − 1, ∂γr−1,s + ∂γr,s−1 + (−1)r+s+1δˇγr,s = 0
∀1 6 s 6 q − 1, ∂γ0,s−1 + (−1)s+1δˇγ0,s = 0, ∀1 6 r 6 p− 1, ∂γr−1,0 + (−1)r+1δˇγr,0 = 0
δˇγ0,0 = 0
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On construit l’e´le´ment de Hp+q(X,S•[1]) correspondant en suivant la feuille de route que
constitue le lemme de re´solubilite´ locale. On va construire une (p + q − 1)-hypercochaˆıne α =
(αr,s06r6p−1,06s6q−1) de L
• telle que γ − δˇα soit un hypercocycle de S•.
Notation. Pour k 6 p+ q−2 donne´, on note rmin = max(0, k−q+1), rmax = min(k, p−1) et Ik
l’ensemble des couples (r, s) avec r+s = k et rmin 6 r 6 rmax (de sorte que L
k =
⊕
(r,s)∈Ik
Er,s).
On va construire αr,s pour (r, s) ∈ Ik, par re´currence descendante sur k :
⋄ Pour k = p + q − 2, Ik = {(p − 1, q − 1)}. Comme γ
p,q est d-ferme´e on peut e´crire γp,q =
∂∂αp−1,q−1.
⋄ Pour k = p+ q − 3 : ∂∂(γp−1,q−1 + (−1)p−1+q−1δˇαp−1,q−1) = 0 donc, si p > 2 et q > 2,
γp−1,q−1 + (−1)p+q δˇαp−1,q−1 = ∂αp−2,q−1 + ∂αp−1,q−2,
et l’on remarque que
∂(γp−2,q−1 + (−1)p−2+q−1δˇαp−2,q−1) + ∂(γp−1,q−2 + (−1)p−1+q−2δˇαp−1,q−2) = 0.
Si p = 1 (resp. q = 1), on remplace ∂αp−2,q−1 par vq−1 antiholomorphe (resp. ∂αp−1,q−2 par up−1
holomorphe).
⋄ Supposons que pour 1 6 k 6 p + q − 3, on ait de´fini, pour (r, s) ∈ Ik, les cochaˆınes α
r,s, si
k 6 r + 1 une cochaˆıne holomorphe ur+1,0, et si k 6 s+ 1 une cochaˆıne antiholomorphe v0,s+1,
tels que
∀(r, s) ∈ Ik r {(rmax, k − rmax)}, ∂(γ
r,s + (−1)r+sδˇαr,s) + ∂(γr+1,s−1 + (−1)r+sδˇαr+1,s−1) = 0.
On de´duit de cette famille de relations une famille de cochaˆınes αr,s pour (r, s) ∈ Ik−1, r 6= 0
et s 6= 0, telles que
γr,s + (−1)r+sαr,s = ∂αr,s−1 + ∂αr−1,s.
Si (0, k) (resp. (k, 0)) apparteint a` Ik, on a a` la place
γ0,k + (−1)kδˇα0,k = ∂α0,k−1 + v0,k, (resp. γk,0 + (−1)kαk,0 = uk,0 + ∂αk−1,0)
avec v0,k antiholomorphe (resp. uk,0 holomorphe). On a alors bien, quand elles ont un sens, les
relations
∂(γr,s + (−1)r+sδˇαr,s) + ∂(γr+1,s−1 + (−1)r+sδˇαr+1,s−1) = 0,
ce qui permet de poursuivre la re´currence jusqu’a` k = 1 inclus.
⋄ Lors de cette dernie`re e´tape on a de´fini α0,0, v1 et u1 tels que
γ0,1 − δˇα0,1 = ∂α0,0 + v0,1 et γ1,0 − δˇα1,0 = u1,0 + ∂α0,0.
⋄ Finalement ∂∂(γ0,0 + δˇα0,0) = 0 donc w0,0 = γ0,0 + β0,0 est une cochaˆıne de O +O.
On a ainsi de´fini une (p+ q)-hypercochaˆıne de S•[1] par
w = (w0,0, (ur,0)16r6p−1, (v
0,s)16s6q−1),
et par construction on a bien γ − w = δˇα. Enfin, w n’est modifie´ que par un cobord si l’on
modifie γ par un cobord ou si l’on change le choix des α.
L’e´le´ment correspondant dans Hp+q(X,B•) s’obtient comme suit : on ne change pas ur,0
et v0,s, on e´crit w0,0 = u0,0 + v0,0 avec u0,0 holomorphe et v0,0 antiholomorphe, et on pose
c = δˇ(u0,0) = −δˇ(v0,0). L’hypercocycle est alors la famille (c, (ur,0)06r6p−1, (v
0,s)06s6q−1). Une
e´criture diffe´rente w0,0 = u˜0,0+ v˜0,0 modifierait cet hypercocycle par l’hypercobord δˇ(u0,0− u˜0,0).
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5.c. Cas ou` p ou q est nul. Supposons q = 0, l’autre cas e´tant syme´trique. Cette fois un
e´le´ment de Hp(X,L•[1]) est simplement donne´ par un 0-cocycle θp,0 tel que dθp,0 = 0 (θp,0 est
donc holomorphe ∂-ferme´). L’e´le´ment correspondant de Hp(X,B•) est donne´ par l’hypercocycle
(c, u0,0, . . . , up−1,0) de´fini par re´currence descendante comme suit :
Tout d’abord θp,0 est holomorphe ∂-ferme´ donc θp,0 = ∂up−1,0 avec up−1,0 holomorphe, et
∂δˇup−1,0 = 0.
Supposons ur,0 construit (r > 1) tel que ∂δˇur,0 = 0, alors (−1)rδˇur,0 = ∂ur−1,0, avec ur−1,0
holomorphe, et ∂δˇur−1,0 = 0. Finalement δˇu0,0 = c.
5.d. Bilan. Soit un e´le´ment de Hp,qBC(X,C), repre´sente´ par une (p, q)-forme ferme´e θ. Il est
de´fini dans Hp+q(X,L[1]•) par l’hypercocycle, encore note´e θ et de´finie par θp,q = θ|Uj et θ
r,s = 0
sinon. On applique a` θ la construction pre´ce´dente : si p > 1 et q > 1, il existe un hypercocycle
w = (c; ur,0; v0,s) ∈ Zˇp+q(X,B•) et une hypercochaˆıne α = (αr,s) ∈ Cˇp+q−1(X,L[1]•) tels que
θ = δˇα + w. On repre´sentera ces donne´es sous forme du tableau suivant :
θ ←→

v0,q−1
... αr,s
v0,0
c u0,0 · · · up−1,0

L’e´galite´ θ = δˇα + w correspond aux relations suivantes :
(⋆)

θp,q = ∂∂αp−1,q−1
(−1)r+sδˇαr,s = ∂αr,s−1 + ∂αr−1,s ∀ 1 6 r 6 p− 1, 1 6 s 6 q − 1
(−1)sδˇα0,s = ∂α0,s−1 + v0,s ∀ 1 6 s 6 q − 1
(−1)rδˇαr,0 = ur,0 + ∂αr−1,0 ∀ 1 6 r 6 p− 1
δˇα0,0 = u0,0 + v0,0
δˇu0,0 = c
Remarquons que ces relations impliquent les relations d’hypercocycle pour u et v :
(−1)rδˇur,0 = ∂ur−1,0 ∀1 6 r 6 p− 1, (−1)sδˇu0,s = ∂v0,s−1 ∀1 6 s 6 q − 1
Si q = 0, on a simplement
θ ←→
(
c, u0,0, . . . , up−1,0
)
avec les relations
θp,0 = ∂up−1,0, (−1)r δˇur,0 = ∂ur−1,0 ∀1 6 r 6 p− 1, δˇu0,0 = c.
De meˆme si p = 0, on a
θ ←→
(
c, v0,0, . . . , v0,q−1
)
avec les relations
θ0,q = −∂v0,q−1, (−1)sδˇv0,s = ∂v0,s−1 ∀1 6 r 6 p− 1, −δˇv0,0 = c.
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6. Structure d’alge`bre sur les groupes de cohomologie de Bott-Chern
Le but de cette partie est de munir la cohomologie de Bott-Chern entie`re d’une structure
d’alge`bre, c’est-a`-dire de de´finir un produit
Hp,qBC(X,Z)×H
p′,q′
BC (X,Z) −→ H
p+p′,q+q′
BC (X,Z).
Il se trouve que pour la cohomologie de Bott-Chern classique, nous disposons d’une telle struc-
ture, donne´e par le produit exte´rieur. Il s’agit donc de voir comment le produit exte´rieur
“traverse” l’isomorphisme Hp,qBC(X,C)
∼= Hp+q(X,B), et d’adopter la de´finition ainsi obtenue.
6.a. Cup-produit. On continue a` travailler en cohomologie de Cˇech, a` l’aide du cup-produit.
Plus pre´cise´ment, si βp,q ∈ Cˇk(Ep,q) et β˜p
′,q′ ∈ Cˇℓ(Ep
′,q′), on combine cup-produit et produit
exte´rieur pour de´finir βp,q · β˜p
′,q′ ∈ Cˇk+ℓ(Ep+p
′,q+q′) par
(β · β˜)j0...jk+ℓ = βj0...jk ∧ β˜jk...jk+ℓ .
On a les relations
δˇ(βp,q · β˜p
′,q′) = (δˇβp,q) · β˜p
′,q′ + (−1)kβp,q · (δˇβ˜p
′,q′)
∂(βp,q · β˜p
′,q′) = (∂βp,q) · β˜p
′,q′ + (−1)p+qβp,q · (∂β˜p
′,q′)
∂(βp,q · β˜p
′,q′) = (∂βp,q) · β˜p
′,q′ + (−1)p+qβp,q · (∂β˜p
′,q′)
6.b. Traduction du produit exte´rieur.
Proposition 6.1. On se donne p, p′, q, q′ tels qu’on n’ait pas p′ = 0 et p 6= 0, ou q = 0 et
q′ 6= 0. Soient {θ} ∈ Hp,qBC(X,C) et {θ˜} ∈ H
p′,q′
BC (X,C), donne´s par les hypercocycles
w =
(
c,
u0,0, . . . , up−1,0
v0,0, . . . . . . , v0,q−1
)
, w˜ =
(
c˜,
u˜0,0, . . . . . . . . . , u˜p
′−1,0
v˜0,0, . . . , v˜0,q
′−1
)
.
Alors {θ ∧ θ˜} est donne´ aux signes pre`s (que l’on pre´cisera) par l’hypercocycle
W =
(
c · c˜,
c · u˜0,0 , . . . . . . . . . , c · u˜p
′−1,0 , u0,0 · ∂u˜p
′−1,0 , . . . , up−1,0 · ∂u˜p
′−1,0
v0,0 · c˜ , . . . , v0,q−1 · c˜ , ∂v0,q−1 · v˜0,0 , . . . . . . , ∂v0,q−1 · v˜0,q
′−1
)
.
De´monstration. On e´crit θ = δˇα + w et θ˜ = δˇα˜+ w˜. Un calcul direct montre alors que θ ∧ θ˜ =
δˇA +W avec :
AR,S =

εR,S∂αR−p
′,q−1 · ∂α˜p
′−1,S−q si p′ 6 R 6 p+ p′ − 1, q 6 S 6 q + q′ − 1
εR,S∂v0,q−1 · α˜R,S−q si 0 6 R 6 p′ − 1, q 6 S 6 q + q′ − 1
εR,SαR−p
′,R · ∂u˜p
′−1,0 si p′ 6 R 6 p+ p′ − 1, 0 6 S 6 q − 1
εR,Sv0,S · ∂u˜R,0 si 0 6 R 6 p′ − 1, 0 6 S 6 q − 1
et W = (C,UR,0, V 0,S) comme dans l’e´nonce´, a` savoir
UR,0 =
{
εR,⋆uR−p
′,0 · ∂u˜p
′−1,0 si p′ 6 R 6 p+ p′ − 1
εR,⋆c · ∂u˜R,0 si 0 6 R 6 p′ − 1
V 0,S =
{
ε⋆,S∂v0,q−1 · v˜0,S−q si q 6 S 6 q + q′ − 1
ε⋆,Sv0,S · c˜ si 0 6 S 6 q − 1
C = ε⋆,⋆c · c˜,
ou` tous les symboles ε•,• sont des signes que l’on va de´terminer
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Cette expression se lit plus agre´ablement a` l’aide de l’e´criture en tableaux :
θ ←→

v0,q−1
... αr,s
v0,0
c u0,0 · · · up−1,0
 , θ˜ ←→

v˜0,q
′−1
... α˜r
′,s′
v˜0,0
c˜ u˜0,0 · · · u˜p−1,0

θ ∧ θ˜ ←→

ε⋆,S∂v0,q−1 · v˜0,S−q εR,S∂v0,q−1 · α˜R,S−q εR,S∂αR−p
′,q−1 · ∂α˜p
′−1,S−q
ε⋆,Sv0,S · c˜ εR,Sv0,S · u˜R,0 εR,SαR−p
′,S · ∂u˜p
′−1,0
ε⋆,⋆c · c˜ εR,⋆c · u˜R,0 εR,⋆uR−p
′,0 · ∂u˜p
′−1,0

Pour obtenir les signes, on substitue les expressions ci-dessus dans les relations (⋆) pour
θ ∧ θ˜. On obtient les relations de re´currence suivantes :
Abaissement du deuxie`me indice, pour p′ 6 R 6 p+ p′ − 1 :
εR,S−1 =
 (−1)
p+p′+R+1εR,S si S > q + 1
(−1)p+qεR,S si S = q
(−1)p
′
εR,S si S 6 q − 1
εR,⋆ = (−1)p
′
εR,0
Abaissement du deuxie`me indice, pour 0 6 R 6 p′ − 1 :
εR,S−1 =
 (−1)
pεR,S si S > q + 1
(−1)p+qεR,S si S = q
(−1)RεR,S si S 6 q − 1
εR,⋆ = (−1)R+1εR,0
Abaissement du deuxie`me indice, pour R = ⋆ :
ε⋆,S−1 =
 (−1)
pε⋆,S si S > q + 1
(−1)p+q+1ε⋆,S si S = q
ε⋆,S si S 6 q − 1
ε⋆,⋆ = ε⋆,0
Abaissement du premier indice, pour q 6 S 6 q + q′ − 1 :
εR−1,S =
 (−1)
p′+q+SεR,S si R > p′ + 1
(−1)p
′+S+1εR,S si R = p′
(−1)pεR,S si R 6 p′ − 1
ε⋆,S = (−1)p+qε0,S
Abaissement du premier indice, pour 0 6 S 6 q − 1 :
εR−1,S =
 (−1)
p′εR,S si R > p′ + 1
(−1)p
′+SεR,S si R = p′
(−1)p+q+S+1εR,S si R 6 p′ − 1
ε⋆,S = (−1)p+q+1ε0,S
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Abaissement du premier indice, pour S = ⋆ :
εR−1,⋆ =
 (−1)
p′εR,⋆ si R > p′ + 1
(−1)p
′
εR,⋆ si R = p′
(−1)p+qεR,⋆ si R 6 p′ − 1
ε⋆,⋆ = (−1)p+qε0,⋆
Pour initialiser la re´currence, il faut conside´rer diffe´rents cas :
Si p > 1, p′ > 1, q > 1 et q′ > 1 alors εp+p
′−1,q+q′−1 = (−1)p+q d’apre`s
∂∂(αp−1,q−1) · ∂∂(α˜p
′−1,q′−1) = (−1)p+q∂∂(∂αp−1,q−1 · ∂α˜p
′−1,q′−1).
Si p > 1, p′ > 1, q > 1 et q′ = 0 alors εp+p
′−1,q−1 = 1 d’apre`s
∂∂(αp−1,q−1) · ∂(u˜p
′−1,0) = ∂∂(αp−1,q−1 · ∂u˜p
′−1,0).
Si p = 0, p′ > 1, q > 1 et q′ > 1 alors εp
′−1,q+q′−1 = 1 d’apre`s
−∂v0,q−1 · ∂∂(α˜p
′−1,q′−1) = ∂∂(∂v0,q−1 · α˜p
′−1,q′−1).
Si p = 0, p′ > 1, q > 1 et q′ = 0 alors εp
′−1,q+−1 = (−1)q d’apre`s
−∂(v0,q−1) · ∂(u˜p
′−1,0) = (−1)q∂∂(v0,q−1 · ∂u˜p
′−1,0).
Si p > 1, p′ > 1, q = q′ = 0 alors εp+p
′−1,⋆ = 1 d’apre`s
∂up−1,0 · ∂u˜p
′−1,0 = ∂(up−1,0 · ∂u˜p
′−1,0).
Si p = p′ = 0, q > 1 et q′ > 1 alors ε⋆,q+q
′−1 = (−1)q+1 d’apre`s
(−∂v0,q−1) · (−∂v˜0,q
′−1) = −(−1)q−1∂(∂v0,q−1 · v˜0,q
′−1).
On constate que ces diffe´rentes initialisations donnent en fin de compte les meˆmes formules.
Voici le tableau donnant le signe εR,S :
S > q (−1)pS+(p+1)(q+1) (−1)p(R+S+q)+1 (−1)(R+p+p
′+1)(S+q+p′)+p+q
S 6 q − 1 1 (−1)R(S+p+q+1)+p+q+1 (−1)p
′(R+S+p+q+1)
S = ⋆ 1 (−1)(p+q)(R+1) (−1)p
′(R+p+q)
R = ⋆ R 6 p′ − 1 R > p′

Comme annonce´, on utilise les formules ci-dessus pour mettre une structure d’anneau sur
H•,•BC(X,Z).
Remarques. 1. Le produit exte´rieur e´tant anti-commutatif, le produit ainsi de´fini l’est aussi
(cela pourrait se ve´rifier directement). Ceci permet de traiter les cas p 6= 0, p′ = 0 et q = 0,
q′ 6= 0.
2. La formule obtenue est compatible, aux signes pre`s, avec le produit en cohomologie de
Deligne, tel qu’il est par exemple de´fini dans [EV88].
7. Ele´ments de structure des groupes de cohomologie de Bott-Chern entie`re
On va donner ici quelques indications sur la structure des groupes Hp,qBC(X,Z) a` l’aide de
suites exactes faisant intervenir des groupes connus.
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7.a. Lien avec la cohomologie de Bott-Chern usuelle. On a le diagramme commutatif
suivant :
Hp,qBC(X,Z)
εBC−→ Hp,qBC(X,C)
↓ ϕZ ↓ ϕ
Hp+q(X,Z(p))
ε
−→ Hp+q(X,C)
Proposition 7.1. Soient ξ ∈ Hp,qBC(X,C) et α ∈ H
p+q(X,Z(p)) des classes telles que ϕ(ξ) =
ε(α). Alors il existe une classe ξ˜ ∈ Hp,qBC(X,Z) telle que ξ = εBC(ξ˜) et α = ϕZ(ξ˜).
De´monstration. Soit θ = (c; u; v) un hypercocycle repre´sentant ξ, et a un cocycle repre´sentant
α. Par hypothe`se {c} = {a} ∈ Hp+q(X,C), donc il existe une cochaˆıne b ∈ Cˇp+q−1(X,C) telle
que c − δˇb = a. On pose θ˜ = θ − δˇ(b; 0; 0) qui est un hypercocycle de BZ(p), et dont la classe
ξ˜ ∈ Hp,qBC(X,Z) convient. 
Remarque. Il n’y a pas en ge´ne´ral unicite´ de cet e´le´ment, comme le montrera un peu plus loin
l’exemple de l’espace projectif.
Il est e´galement inte´ressant de conside´rer la suite exacte courte de complexes
0 −→ BZ(p) −→ B −→ C/Z −→ 0
et la suite exacte longue associe´e qui s’e´crit, compte tenu de l’interpre´tation hypercohomologique
de la cohomologie d’Aeppli (voir la remarque du paragraphe 2.c.)
Hp−1,q−1A (X,C) −→ H
p+q−1(X,C/Z) −→ Hp,qBC(X,Z) −→ H
p,q
BC(X,C)
7.b. Analogue de la suite exacte exponentielle. La suite exacte exponentielle classique
est la suite exacte courte donne´e par
0 −→ Z −→ O
exp(2πi·)
−→ O∗ −→ 0.
Une retraduction de l’exactitude de cette suite est le fait que le complexe O∗[1], forme´ de
l’unique terme O∗ en position 1, est quasi-isomorphe au complexe de Deligne 0→ Z→ O → 0
et, sous ce quasi-isomorphisme, la suite exacte exponentielle s’apparente a` la suite exacte courte
de complexes de faisceaux
0 −→ O[1] −→ (Z→ O) −→ Z −→ 0.
On cherche ici un analogue de cette suite exacte.
On de´finit pour p > 1 les complexes de De Rham holomorphes tronque´s par
Ω•>p = F
pΩ• : 0→ Ωp → Ωp+1 → . . .
Ω•<p : O → Ω
1 → . . .→ Ωp−1 → 0
Supposons que p > 1 et q > 1. On conside`re la suite exacte courte e´vidente
0 −→ (Ω•<p ⊕ Ω
•
<q)[1] −→ BZ(p) −→ Z(p) −→ 0
et la suite exacte longue d’hypercohomologie correspondante, qui fait intervenir les groupes
Hk(X,Ω•<p). Compte tenu de l’isomorphisme entre Z et Z(p), on obtient :
Hp+q−1(X,Z)→ Hp+q−1(X,Ω•<p ⊕ Ω
•
<q)→ H
p,q
BC(X,Z)→ H
p+q(X,Z)→ Hp+q(X,Ω•<p ⊕ Ω
•
<q).
Ces groupes peuvent eˆtre calcule´s, dans le cas ka¨hle´rien compact, a` l’aide de la de´composition
de Hodge :
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Lemme 7.2. Supposons X ka¨hle´rienne compacte. Alors pour p ∈ N∗ et k ∈ N on a
H
k(X,Ω•<p) =
⊕
r+s=k
r<p
Hr,s(X,C).
De´monstration. Il ressort comme conse´quence de la the´orie de Hodge que le morphisme
H
k(X,Ω•>p)→ H
k(X,Ω•) = Hk(X,C)
est injectif, d’image ⊕
r+s=k
r>p
Hr,s(X,C).
On conclut a` l’aide de la suite exacte courte 0→ Ω•>p → Ω
• → Ω•<p → 0. 
En particulier
H
p+q−1(X,Ω•<p ⊕ Ω
•
<q) =
⊕
r+s=p+q−1
Hr,s(X,C) = Hp+q−1(X,C)
H
p+q(X,Ω•<p ⊕ Ω
•
<q) =
⊕
r+s=p+q
(r,s)6=(p,q)
Hr,s(X,C) = Hp+q(X,C)/Hp,q(X,C),
et la suite exacte longue pre´ce´dente se re´e´crit
Hp+q−1(X,Z) −→ Hp+q−1(X,C) −→ Hp,qBC(X,Z) −→ H
p+q(X,Z) −→ Hp+q(X,C)/Hp,q(X,C).
7.c. Groupes Hp,pBC(X,Z) et cohomologie de Deligne. On conside`re cette fois la suite exacte
courte
0 −→ (Ω
•
<q)[1] −→ BZ(p) −→ Z(p)D −→ 0
qui relie la cohomologie de Bott-Chern entie`re a` la cohomologie de Deligne. La situation est
particulie`rement inte´ressante dans le cas ou` p = q :
Proposition 7.3. Soit p > 1. Alors
Hp,pBC(X,Z)
∼= H
2p
D (X,Z(p))⊕H
2p−1(X,Ω•<p).
En particulier, si X est ka¨hlerienne compacte,
Hp,pBC(X,Z)
∼= H
2p
D (X,Z(p))⊕
⊕
r+s=2p−1
r>s
Hr,s(X,C).
De´monstration. On remarque simplement que, dans le cas p = q, la suite exacte courte pre´ce´dente
est scinde´e par le morphisme
Ωk −→ Ωk ⊕ Ω
k
u 7−→ (u, (−1)p+1u) ,
Le signe (−1)p+1 est ne´cessaire pour rendre le diagramme
(2πi)pZ
(+,−)
−→ O ⊕O
↓↑= ↓↑ u,(−1)p+1u
(2πi)pZ −→ O
commutatif, et la commutativite´ se propage jusqu’a` la fin du complexe, y compris au dernier
rang car p = q.
Le cas ka¨hlerien provient du lemme 7.2. 
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7.d. Cohomologie de l’espace projectif. On va appliquer ces re´sultats pour calculer la
cohomologie de l’espace projectif.
Proposition 7.4. 1. Pour p ∈ {0, . . . , n} on a Hp,pBC(P
n,Z) ∼= Z, et on a l’isomorphisme
d’alge`bre ⊕
p
Hp,pBC(P
n,Z) ∼= Z[h]/hn+1
ou` h est un ge´ne´rateur de H1,1BC(P
n,Z).
2. Si p 6= q alors
Hp,qBC(X,Z)
∼=
{
0 si p + q est pair
C/Z si p + q est impair
De´monstration. Le premier point provient de la proposition 7.3 : le terme⊕
r+s=2p−1
r>s
Hr,s(Pn,C)
est nul pour l’espace projectif, de sorte que la sous-alge`bre
⊕
pH
p,p
BC(P
n,Z) s’identifie a` la meˆme
sous-alge`bre pour la cohomologie de Deligne, pour laquelle le re´sultat est vrai.
Dans le cas ou` p 6= q, on conside`re la suite exacte du paragraphe 5.a., et le fait que si p 6= q,
alors Hp,qBC(P
n,C) = 0 et Hp−1,q−1A (P
n,C) = 0. On a donc
Hp,qBC(P
n,Z) ∼= Hp+q−1(Pn,C/Z),
d’ou` le re´sultat annonce´. 
8. Classes de Chern en cohomologie de Bott-Chern entie`re
On souhaite de´finir des classes de Chern dans ces groupes de cohomologie. En fait, il suffit de
le faire dans le cas des fibre´s en droites, des techniques classiques permettant de passer au fibre´s
vectoriels de tout rang puis aux faisceaux cohe´rent et en particulier aux cycles analytiques.
8.a. Expression de la classe de Chern d’un fibre´ en droites dans les diffe´rentes
cohomologies. Soit L un fibre´ en droites holomorphe sur X , et U = (Uj) un recouvrement a`
intersections convexes tel que sur Uj , L soit trivialise´ par une section ej partout non nulle. On
note gjk la fonction de transition de´finie sur Uj ∩ Uk par ek(x) = gjk(x)ej(x), l’e´le´ment
{gjk} ∈ Hˇ
1(U,O∗) ∼= H1(X,O⋆)
de´terminant la classe d’isomorphisme de L.
Le complexe de Deligne Z(1)D : Z(1) → O → 0 est quasi-isomorphe au complexe O
∗[1],
via l’exponentielle exp : O → O∗ dont le noyau est pre´cise´ment le faisceau Z(1). Les es-
paces H2D(X,Z(1)) et H
1(X,O∗) sont donc isomorphes, et on note c1(L)D l’image par cet
isomorphisme de l’e´le´ment {gjk} ∈ H
1(X,O∗). Explicitement, quitte a` raffiner le recouvrement
U on peut supposer que gjk = exp(ujk), et la condition de cocycle pour gjk implique que
δˇ(ujk) = (2πicjkl) ∈ Zˇ
2(X,Z(1)). Finalement
c1(L)D = {(2πicjkl), (ujk)} ∈ H
2
D(X,Z(1)).
L’image par le morphisme d’hypercohomologie induit par la projection Z(1)D → Z(1) donne,
apre`s division par 2πi, la premie`re classe de Chern usuelle
c1(L)Z = {(cjkl)} ∈ H
2(X,Z),
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et, via l’inclusion de faisceaux Z ⊂ C, la meˆme formule de´finit c1(L)C ∈ H
2(X,C).
Munissons a` pre´sent L d’une me´trique hermitienne h. Soit D la connexion de Chern associe´e
a` (L, h) et Θ la courbure de cette connexion. C’est une (1, 1)-forme d-ferme´e qui de´finit donc
une classe de H1,1BC(X,C), cette classe e´tant inde´pendante de la me´trique hermitienne choisie.
On de´finit usuellement la premie`re classe de Chern de L en cohomologie de Bott-Chern comme
la classe
c1(L)BC =
{
i
2π
Θ
}
∈ H1,1BC(X,C),
de sorte que l’image de cette classe dans la cohomologie de De Rham H2(X,C) co¨ıncide avec
c1(L)C via l’isomorphisme de De Rham-Weil. Toutefois, comme Z(1) apparaˆıt pre´fe´rentiellement
a` Z, c’est la classe 2πic1(L)BC = {−Θ} que nous allons conside´rer.
Sur Uj , la connexion de Chern est donne´e par
D(ξj(x)ej(x)) = (dξj(x)− ∂ϕj(x)ξj(x))⊗ ej(x))
ou` ϕj est le poids de la me´trique dans la trivialisation, de´fini par la formule
e−ϕj(z) = |ej(z)|
2
h,
et ve´rifiant la condition de compatibilite´ sur Uj ∩ Uk :
−ϕk + ϕj = ujk + ujk.
La courbure sur Uj est de ce fait donne´e par Θ|Uj = ∂∂ϕj, et l’hypercocycle de B correspondant
a` −Θ est donc
{−Θ} ←→ {(2πicjkl), (ujk), (ujk)} .
Les cjkl e´tant entiers, on a de´fini la premie`re classe de Chern de L en cohomologie de Bott-Chern
entie`re :
c1(L)BC,Z = {(2πicjkl), (ujk), (ujk)} ∈ H
1,1
BC(X,Z),
de sorte que
εDc1(L)BC,Z = c1(L)D, εBCc1(L)BC,Z = 2πic1(L)BC .
8.b. Classes de Chern des fibre´s vectoriels et des faisceaux cohe´rents. Pour une varie´te´
complexe lisseX , on souhaite de´finir pour tout fibre´ vectoriel holomorphe E de rang r des classes
de Chern ck(E)BC,Z ∈ H
k,k
BC(X,Z). On utilise la me´thode d’espace classifiant et de principe de
scindage de A. Grothendieck [Gro56] :
Proposition 8.1. Les classes de Chern sont uniquement de´termine´es par les conditions sui-
vantes :
Fonctorialite´ : pour toute application holomorphe f : Y → X et tout fibre´ E sur X on a
f ∗ck(E)BC,Z = ck(f
∗E)BC,Z ∈ H
k,k
BC(Y,Z);
Compatibilite´ avec les classes de Chern usuelles : pour tout fibre´ E sur X, l’image de ck(E)BC,Z
dans H2k(X,Z) co¨ıncide avec la classe de Chern usuelle ck(E).
The´ore`me 8.2 (Principe de scindage). Soit E un fibre´ vectoriel de rang r sur la varie´te´ X,
alors il existe une varie´te´ Y et une application holomorphe f : Y → X telles que :
1. Le morphisme de cohomologie f ∗ : H•,•BC(X,Z)→ H
•,•
BC(Y,Z) est injectif,
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2. Le fibre´ image re´ciproque f ∗E sur Y est filtre´ par des fibre´s en 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Er =
f ∗E sur Y dont les quotients successifs sont des fibre´s en droites.
De´monstration. On prend pour Y la varie´te´ des drapeaux complets
v = {0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vr = V }
pour chaque fibre V = Ex, avec la projection naturelle f : Y → X , et on note Ej le fibre´
universel tel que Ej,v = Vj. Le point 2. est alors bien ve´rifie´. En fait cette varie´te´ de drapeaux se
re´alise de proche en proche en conside´rant tout d’abord le fibre´ en espaces projectifs P(E)→ X
[...] Localement, P(E)|U a la structure du produit U × P
r−1. On souhaite appliquer la formule
de Ku¨nneth pour justifier que 
De´finition. Avec les notations pre´ce´dentes, la classe de Chern de E est l’unique e´le´ment
c•(E) ∈
n⊕
k=0
Hk,kBC(X,Z)
tel que
f ∗c•(E) =
r∏
j=1
(1 + c1(Ej/Ej−1)BC,Z) ∈
⊕
Hk,kBC(Y,Z)
On souhaite maintenant de´finir les classes de Chern d’un faisceau cohe´rent. Le cas le plus
simple est celui ou` l’on suppose X soit projective, soit de Stein. En effet, si F est un faisceau
cohe´rent sur la varie´te´ projective ou de Stein X , alors il existe une re´solution de F par des
faisceaux localement libres, que l’on peut supposer finie de longueur n = dimX d’apre`s le
the´ore`me des syzygies :
0→ En → · · · → E0 → F → 0
L’axiome des suites exactes pour les classes de Chern nous ame`ne donc a` de´finir
c•(F)BC,Z = c•(E0)BC,Z · c•(E1)
−1
BC,Z · · · · · c•(En)
(−1)n
BC,Z ,
les classes de Chern e´tant inversibles dans l’anneau de cohomologie puisque c0 = 1.
Dans le cas ge´ne´ral, on utilise le re´sultat classique suivant.
Proposition 8.3. Soit X une varie´te´ complexe et F un faisceau cohe´rent sans torsion sur X.
Alors il existe une modification µ : Xˆ → X telle que µ∗F soit localement libre.
De´monstration. Au faisceau cohe´rent F on peut associer la varie´te´ projective P(F) au dessus
de X , de´finie comme suit ([Fis76], paragraphe 1.9.) : on a localement une suite exacte
O⊕mU
A
→ O⊕nU → F|U → 0
et la suite duale
U × Cm
tA
← U × Cn ← V (F|U)← 0
ou` les espaces V (F|U) ⊂ U×C
n se recollent en un espace line´aire au dessus de X , ce qui permet
de de´finir P(F)→ X , la varie´te´ projective au dessus de X de´finie par F .

On peut de plus supposer Xˆ lisse a` l’aide du the´ore`me d’Hironaka. On peut ainsi de´finir les
classes de Chern d’un faisceau sans torsion, le cas de la torsion e´tant traite´ par re´currence.
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